
Общія изслѣдованія, относящіяся къ интегрированію 
въ конечномъ видѣ дифференціальныхъ уравненШ 

перваго порядка. 

§ 1. Настоящая работа представляетъ продолженіе другой нашей 
работы, помѣщенной въ „Сообщеніяхъ Харьковскаго Математическаго 
Общества" подъ тѣмъ же названіемъ, въ которой нами рѣшался вопросъ 
о формѣ обгцаго интеграла аліебраическаго диффереіщіалънаго уравнения 
перваго порядка, выражаемаю въ конечномъ видѣ 

Мы намѣреиы теперь показать, какъ можно, пользуясь получен­
ными въ упомянутой статьѣ результатами, рѣшить другую задачу, отно­
сящуюся къ дифференціальнымъ уравненіямъ перваго порядка, задачу 
о розысканіи формы обгцаго рѣшенія у уравпеиія 

выражаемаю въ конечномъ видѣ. 
Въ отличіе отъ первой статьи, гдѣ мы уравненіе (1) предполагали 

неприводимымъ въ области раціональныхъ функщій («г, у) т. с. / не 
разложимымъ на множители съ раціональными относительно (х, у) ко-
эффиціентами, мы будемъ теперь предполагать / раціональной относи­
тельно у, но не x и неприводимость уравненія (1) понимать въ смыслѣ 
неразложгімости f на множители, рагфналъиые отгюсгітелъпо {у, у'). 
Понимая подъ / раціональную функцію отъ величинъ, заключенныхъ 
въ скобки, уравненіе (1) можемъ писать въ видѣ: 

Статья IL 

Д. Мордухай-Болтовсного . 

( i ) 

f{x, g , у, у') = 0 , 

гдѣ g оиредѣляется алгебраическимъ уравненіемъ: 

я (я, £) = 0 , 

(2) 

(3) 

и предполагать уравненіе (2) неприводимымъ въ области радіональныхъ 
функцій {x, g , y). 
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Получаемая нами формула для общаго рѣіпенія уравненія (2), выра-
жаемаго въ конечномъ видѣ имѣѳтъ тоже значеніе для интегрирования въ 
конечномъ видѣ алгебранческихъ дйфференціальныхъ уравненій перваго 
порядка, какое имѣетъ при интегрированіи въ конечномъ видѣ алгебран­
ческихъ функцій упомянутая въ первой статьѣ формула Абеля—Лыовиля. 

Мы получаемъ слѣдующій результат/в, представляющей другой видъ 
обобщенія теоремы Фукса 

Если общее ргыиенге неприводимаго алгебраичеекаго дпфференціалъ-
паго уравнепт перваго порядка 

f(x, g, 2/,.у') = 0 , (2) 

выраоюается въ конечномъ видѣ, то у получается исключеніемъ Д гізъ 
одной изъ слѣдующихъ системъ. -

I система 
/(#, £, ih Д ) = 0 ( 4 ) 

Ф(х, §, ih А ) = С . < (5) 

Рѣшеніе алгебраическое. 
II система 

S , Д) = 0 • ( 4 ) 

I, у, Д) '̂о^Ге) = с + ^ Ѵ е Д ^ * « ' І ^ Я К І Й (6) 

Рѣшеніе логаргіѳммческаго типа. 
I I I система 

Л>, ê-, ih Д) = о (4) 
i_r:n- 1 . n £—u —1 

E
- 2 ai со (л, £, а* 1 (.г, Х Т " / / г - , и, 

ф (•<-, â, у, А) І ^ Г І ) = А — — — : — • — - • 
Рѣтенге показательно-степенного типа. 

Во тѣхъ этихъ .смстемахъ: 
Ф рацюнальная фушщія §, у, Д), 

, со раціоналънъіл функщи g ? j / G 

G (x, s) рйціоналытя функція g) , 

ЯА постоянная, С произвольно-постоянное, 

п цѣлое число, а первообразный корень двучленнаго уравнения ап=. 1. 
Такимъ образомъ обѣ наши статьи открываютъ большое поле из~ 

слѣдованій, относящихся къ интегрированию въ конечномъ видѣ урав­
ненШ перваго порядка,—онѣ даютъ 

1) Fuchs. Sitzimgsber. der Berliner Akademie, 11 Dec. 1884. S. 1171. 
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со = Н0 (x, г/ , t) + V l k l g Hh (x, y, f) 
____ 
ï = l 

уравненія въ частныхъ производныхъ: 

доз . , ôoo 

ч , ih ^ + О̂ь Уі iïfy = № у* О, 

гдѣ t оиредѣляется въ у) алгебраическим? уравненіемъ. 

2) Задача объ интегрированіи въ конечномъ видѣ алгебраической 
функдіи вида: 

}/G(x, y7t){M{x, у% t)dx + N(x, у, t)dij] 

или трансцендентной вида: 

* Ѳ ( * ' * ' ' } [ Я 0 ( * , u , Ш н ^ х , y,i)t...[Rm(x, м, O f " 

[M(x, у, t)äx4~N(x,•yi t)äy] 

HQ, H&ì <p, y>, G, Ж , Л т, Ѳ означаютъ раціональньтя фунщіи (хя у, ih 

I I . Задача о разысканіи рѣгиенія въ конечномъ видѣ, т. е. объ опре­
делены! у въ конечномъ виде сводится тоже къ двумъ задачамъ: 

•1) Разысканіе алгебраической подстановки 

Г = Ф{х, g, у, £)УЩх~ё) 
или трансцендентной: 

j=n-l __у t 

7 = log Д Фа ( я , g , У, Д , ci^Gix, g)) 

при помощи которыхъ уравненіе (2) приводится къ уравнение 
П /•— ' 

d x = <P{X: è) yG(X: g) , где (p, G раціональныя функціи (x, g). 
0 . M. о . 

обгція основным формы для: 

1) интеграла, выраоюаемаго въ конечномъ видѣ (1 статья) ; 
2) ргыиенія, выраоюаемаго въ конечномъ видѣ (2 статья). 

I. Задача объ интегрировати въ конечномъ видѣ дифференціаль-
наго уравненія перваго порядка приводится къ двумъ задачамъ. 

1) Разысканіе частнаго интеграла вида 



2) Опредѣденіе въ конечномъ видѣ Абелева интеграла 

т. е. задача интегрирован]я въ конечномъ видѣ, которой посвящены 
извѣстныя изслѣдованія Абеля, Чебышева и т. д. 

Всѣ эти задачи требуютъ особаго изслѣдованія и мы обращаемъ 
на нихъ вниманіе математиковъ, заинтересованныхъ этой областью из-
слѣдованія. : Для объизслѣдованія этихъ воиросовъ не достаточно силъ 
одного лица. 

§ 2. Принимая Льювиллевскую-классификацией трансцендентныхъ 
въ томъ видѣ, какъ она изложена въ началѣ нашей первой статьи, бу­
демъ имѣть при условіи, что рѣшеніе у выражается въ конечномъ видѣ 
трансцендентной д-го класса 

у = ж(х, e,, 6 r .лр, ?7 2 . . .?]д) (8) 

гдѣ ж алгебраическая функція основныхъ трансцендентныхъ g-го класса. 

e. = lg a. (x) 

V e ^ или [y,(s)]AV 

(гдѣ а.(х), ßt(x), у{(х) трансцендентный д—-1-го класса) и трансцен­
дентныхъ нисшихъ классовъ, причемъ, если л: дано въ приготовленномъ 
видѣ, между б , и нисшими трансцендентными, входящими въ ж, не су­
ществуетъ адгебраическихъ зависимостей 

У(х, 0 , . . . ѳ ^ ?h,?h...?]q)^Q' (9> 

т. е. всякое такое равенство удовлетворяется тождественно при всякихъ 
значеніяхъ ѳ і 3 

Легко .видѣть, что уравненіе (2) можетъ быть еще представлено 
въ слѣдующемъ видѣ: 

М(х, g , у, t)dx-\-N{z. g, у, t)dy = Q (IO) 

гдѣ Ж , N ращонадьныя функціи отъ (x, g , y, t), t опредѣляется 
алгебраическимъ уравненіемъ: 

F(x, g, y, 0 = 0 (11) 



неприводимымъ въ области раціональныхъ функцій отъ у и на ряду съ 
рѣшеніемъ (11) уравненіе (2) удовлетворяется еще рѣшеыіемъ 

у = я(х. 6 , + ^ , Ѳ 2 + ^ £ 2 . . . Ѳ р + ^ , v l V l , v2%...vgVq) (12) 

гдѣ и., v{ произвольныя постоянныя. 
Въ самомъ дѣлѣ, полагая 

у^ж(х, о), ( 1 3 ) 

гдѣ ж алгебраическая функція трансцендентной 

6 = lg а ( я ) , 

и другихъ трансцендентныхъ будемъ имѣть 

, х)ж (х, Ѳ) , дж (х, Ѳ) db дж , дж а' (х) , х 

г / _ J — i j i—!—i — = 1 . ___ r 1 4 ) 

1 4 (te de d# rte 1 дѲ a (я) 4 7 

2 , ' = ^ (a;, 6) (13 ' ) 

гдѣ ж1 алгебраическая функція e и другихъ трансцендентныхъ д~го класса 
и трансцендентныхъ нисшихъ классовъ. Въ самомъ дѣлѣ у!— -j~ выра­

щу 
жается алгебраически черезъ о с н о в н ы я трансцендентный д-го класса 

db-, г/0.> df], dfjo 
Ѳ х , Ѳ 2 . . . * ? л , * ? 2 . . . ихъ производный н тран-

ЙѲі Ибо d^-j tufo 
сцендентныя нисшихъ классовъ. Но производный - ~ , . . 
на основаніи выраженій G ,̂ ?/. выражаются алгебраически въ Ѳ ь , Ѳ 2 . . . 

% . . . и трансцендентныхъ нисшихъ классовъ и ихъ производныхъ. 
Производный же трансцендентныхъ нисшихъ классовъ легко выразимы 
алгебраически черезъ эти трансцендентныя и трансцендентный еще болѣе 
нисшихъ классовъ. 

Кромѣ того 

' М(х, у , t) = P(x: 8) 

N(xry, t)= Q(x\ 6 ) , 
гдѣ P, Q алгебраическая функціи e и другихъ трансцендентныхъ, вхо-
дящихъ въ ж, откуда на основании уравненія (10} 

Р(х, G) - j - $ (te, G) жг ix, 6) = 0 (15) 

Это равенство должно быть тождествомъ т. е. должно удовлетво­
ряться по замѣнѣ ѳ какой угодно функціей, въ частности Ѳ + ^ , такъ 
что •• 

Р(х, b + p)-\-Q(x. Ъ + жхіх, e + p ) = 0 . (16) 



А, такъ какъ 

Р ( я , ъ + іі) = М[х,.ёщ я(х, 6 + ^ ) , S(x, Ѳ + /*)] 

<2(я, е + ^ Щ я , g, я ( я , о + ^ Ь S (ж, B + rfl, 
если 

г = S {x, ѳ ) . 

a на основаніи уравненій (14) (1.3') 

(я , Ѳ + /г) = — ' 

ТО 

Ж [ я , g , ^ ( ж , Ѳ+/г)> 8(я, 0 + ,«)] + 

+ g, л (я, 6 + / г ) , S ( я , ѳ + ^ ) ] ^ ^ ± ^ = 0 
т. е. 

тоже рѣшеніе уравненія (10) или (2). 
Такимъ же образомъ, полагая 

?] = е^{х) или [у{х)]к 

имѣемъ 

' У - cte + <fy <£r ~ dx +
 ó?j 7 ] Ò { Л ) ~ % 1 & ' Ѵ ) 

гдѣ 

âtx) = 0'(x) ИЛИ . -

7 (я) 
Равенство 

удовлетворяется по замѣнѣ на гт/, гдѣ у постоянное, откуда 

Р ( я , т?/) + ?/? (х, г^) jTj, (ж, Î;/;) = О 

а, такъ какъ 

Р(Х, Щ) = М[Х, g , Ж(Х, VTj) , S (я, w?)] 

р (я , = N [x, g, л (я, v?)), S (я ; w / ) ] , 
если 
a, на основанш (18) и (19) также 

, Л (far (X , VW) 
^ ( я , 1 ? ? / ) « cïx -^ - , . 



то 

дж^ <Ы1> 
дѵ. 

t 
< К 

+ дѵ. + 
г ) Метода, которую мы примѣняемъ въ §§ 3, 4, основывается на ждеяхъ В. П. 

Максимовича, положешшхъ въ основаніе его изелѣдованіі, относящихся къ интегриро-
ванію дифференціальныхъ уравненій 1-го порядка въ квадратурахъ: В. Ж Максимоѳичъ. 
Разыскание общихъ діфференціальныхъ уравненш перваго порядка, интегрирующихся 
въ конечномъ видѣ/Казань 1885 г. 

M [x , g . ж О, vif), S (x, a;?/)] + 

іѴ[я, g , S ( я , щ)]-^(^й=о 

т. e, 

тоже рѣшенія уравненія (10) или (2). 
§ 3 1). Фунщія у, опредѣляемая уравненіемъ: 

у = ж(х, ѳ х + (іг, е 2 + ( « 2 . . . ѳ я + ^ , г > 1 ? 1 , ?.>2?у2...vq? ìq) (12) 

только тогда можетъ быть общимъ рѣшеніемъ дифференціальнаго урав­
нения (10), если всѣ произвольный постоянныя сведутся къ одной т. е. 
мы должны имѣть: 

ж^ = ж (х, Ѳ А + , 6 2 + ^ . . . Ѳ^+^р , ^ , ^ . . . vqf}g) = Ф (а) (22) 

гдѣ Ф функція отъ произвольной постоянной а , къ которой сводится 
всѣ произвольный п о с т о я н н ы й И V . . 

Дифференцируя до fi. и -/ік, имѣемъ 

джЫ_дФ да 
o/li ~ да Щ 

дж^ _дФоа 
д(лъ- да dfik 

дФ 
Исключая отсюда -^ - , получаемъ 

U Л —— = 0 , (23) 

гдѣ Лік постоянныя. 
Такимъ же образомъ имѣемъ 

= 0. (24) 

= 0 . (25) 



Замѣчая теперь, что 

дл™ дж^ дж^ 

1 дл^ 1 дл^ дж^ 

будемъ имѣть 
дж^ , . дж^ . 

А, г. — — = О 
сіО. ; de,. 

<ЭѲ,. 

ВУ=ѵ.В., 
гк г гк 

гк г гк 
а, полагая при этомъ 

( 1 } -^ = О , ѵк= 1 , ж{ 

дж . , дж 
- - f А , — = О 

дж ()ж 
М. ~ к - г — = О 

7hàì]p Ч к 7 к д 7 ] - Ѵ 

( 2 6 W ) 

( 2 7 « ) 

( 2 8 « ) 

(26) 

(27) 

(28) 

Эти послѣднія уравненія представляютъ тождества относительно 
е., г/., такъ какъ въ противномъ случаѣ между ѳ,., существовали бы 
алгебраическія соотношенія типа (9). Отсюда слѣдуетъ, что при всякихъ 
значеніяхъ 6. и я. 

СІЖ : 
дж 

ж. 
или 

гдѣ 

fc=l izzì 

сіж == G äs + ~r- dx 
dx 

-!- ~— с/я 

(30) 

ГУ. дж 



€ имѣетъ одно изъ слѣдующихъ значеній 

(I) * = 

если въ ж не входитъ 

(II) £ = ]0g&, 

если въ ж не входятъ 6 . ? 

(III) * = £ + log0. , 

если въ у не входятъ какъ ѵ\і, такъ и 6?: 

^ = Q?i % ( 3 1 ) 

£ = У А Л + С (32) 
Mai 

гдѣ С не зависятъ отъ и ѳ̂ . т. е. суть трансцендентный нисшаго класса. 
Выражая одну изъ величинъ ь., ?ц напримѣръ б (или rj) черезъ 

остальныя и s и обозначая получаемое такимъ образомъ выражение у 
черезъ ж^ будемъ имѣть: 

дж^ _ 7 , * = ѵГ 1 дж^ , , дж^ . , <Ые> 7 

ds 1 Zj de. Г 1 ZJ d?/. l% 1 d% 1 d^ 

гдѣ % равно или 
Это выраженіе должно равняться при всякихъ значеніяхъ е., ?]. 

(или что тоже, при всякихъ значеніяхъ -s, &]S 6 2 . . . е ^ , ^/2-
выраженію (30), такъ что 

djr^ 7 , г~ѵ( ^ j r ^ ) 7 , г~\л Ідж^]
 , , ó j r< £ > 7 , djr(E)

 7 ^ 7 . ил 
—г— dé' -f- > :— db.+' ? — — • - г ^ H—т~ = Crds 4 - -г- ад? 

(te 1 £j do. « 1 d?/. '* d% d^ 1 ox 

ж^ получается изъ ж замѣной b^ или ?jq его выраженіемъ въ 

получаемымъ при помощи одного изъ слѣдуіощихъ уравненій: 

1=q 

i=zp ' •'• ' i=q 

i—l і~\ 

изъ которыхъ каждое не содержитъ я . 



Поэтому 
дж дл^ 
дх öx 

и уравненіе (32) даетъ при всѣхъ значеніяхъ а, е1? б2...е ; )_1 5 -цѵ Ѵ*Ѵ-і х -

і=1 / = 1 

откуда 
сЫ£) сЫ£> л д л ^ А <Ы£> г , -—- = о ~s— = О - г — = О —s- — = Ст 

дЬ. от] дх òs 
г = 1 , 2...р—1 2 . . . J - 1 

Поэтому 

представляетъ функдію отъ одного е. Если въ E вмѣсто а подставить 
его вьтраженіе въ et., 7 . , то Я обращается въ 

ѳ 1 ч е,...б | Р ?/іа %...vq) 
т. е. въ алгебраическую функцію (Ѳ., >/.). 

Положимъ что въ ж входятъ е.. 
Если въ H положить 

ѳ 2 = ѳ 8 = . . . ѳ я = о 

то получаемъ алгебраическую функцію отъ 6 А , такъ какъ 

L J TQ»=iQ3= -

Но ff.(s) получается изъ i ï u d ^ ) простой замѣнои Aß1 на г или 
а 

ѳ на — . 
1 • А 

Поэтому Л ( в ) _ я ( * О в 0 _ 0 ( 1 И в - Л ) 

AÏ 

будетъ алгебраической функціей отъ а. Вмѣстѣ съ 6. въ ж не могутъ 
входить также ?].. 

Въ самомъ дѣлѣ, полагая въ противномъ случаѣ 



— 2 4 1 — 

имѣли бы 

^(*)lo l =9 9 ==...9 J > =û=JÎ(lgî ? 1 ) = jc(a;, О, О . . . О , 1, 1 . . . 1 ) 

отсюда слѣдовало бы, что lg?]x алгебраическая функдія ?jl, чего, конечно 
быть не можетъ. 

Такимъ образомъ въ ж можетъ входить только одна изъ категоріи 
функцій 

Ѳ. ИЛИ 7]r 

Поэтому возможны только случаи 

(I) е = £ 

(II) 6 = lg& 
При этомъ въ первомъ случаѣ H алгебраическая функція отъ s. 
Если въ ж входятъ ?]., то 

y - H ( l g * ) , 
гдѣ функція Я такова, что 

# ( l g * ) 9 ^ 9 , = . . . 9 р = о = Я ( ^ 1 ) = л:(я?, О, 0 . . . 0 1 . . . 1) 

Такъ какъ H(lgfr) получается изъ Я (lg ^ ) простой замѣной ?/, 
на то 

Я (lg (а?, О, 0 . . . О , 1 , 1 . . . І ) 

представляетъ алгебраическую функцію отъ # = £ £ . 
Оба результата можно соединить въ сдѣдующей формѣ 

у =•£(#, со) ( 3 3 ) 

гдѣ Я, алгебраическая функція трансцендентной д-го класса: со и тран­
сцендентныхъ нисшихъ классовъ. 

со равно или конечно можно также положить С& (31') и 
со = полагая въ (31') 0 = [ХоЗХо, ЗД* і 0 раціонадьное 
число, Хо трансцендентная класса < д , а въ (32') 0 = 2 0 lgXo 1) и мы 
можемъ высказать полученный результата въ слѣдующей формѣ: 

J ) Въ самомъ дѣлѣ, если у представляетъ алгебраическую функцію œ и нисшихъ 

трансцендентныхъ, то 2/ = 0(да, -̂ т) будетъ алгебраической функціеі о ^ = u o и нис­

шихъ трансцендентныхъ, въ числѣ которыхъ О. 
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Если общее рѣгиеніе у уравнены 

МО, g, t)dx + N(x, g, у, t)dy = ö (Ю) 

выражается въ конечномъ вндѣ, то у представляетъ алгебраическую 
фунпгфо отъ одного изъ выражены 

* = e T [ x J > l Z 1 ] X , . - . [ Z , ] > - ' < 3 4 > 

гдѣ 2Q раціоиалъное, X{ иррсщіоналъныя числа, <р, ш, %,ь трансцендентные 
писиіжъ, чѣмъ у , классовъ у или 

У/М*І (35) 

и трансцендентныхъ пиеишхъ классовъ. При этомъ въ обоихъ случаяхъ 
можно предполагать между 2. отсутствіе линейныхъ соотношеній съ ра-
ціональными коэффициентами 

\а.1. = а (36) 

ибо въ противномъ случаѣ возможно было бы приведете & и £ , а по­
тому и всего выраженія у ж (х, ѳ 1 , ѳ.ѵ . .6 , ç A , ? / 2 . . . ?/ ) къ. меньшему 
числу трансцендентныхъ. 

§ 4 . Теперь той-же методой докажемъ, что въ выраженіяхъ # и £ 
функціи <р, со, алгебраическія' т. е. рѣшеиіе у алгебраическаго диф~ 
ферен'цгалышго уравпенія перваго порядка представляетъ трансцендент­
ную 1-го класса или фупкцію алгебраическую, 

Положимъ съ этой цѣлью д > 1 : 

6 . = lga { 0 , e), ^ = ( ? М М ) или [/Да?, Ѳ)]Х і 

гдѣ б основная трансцендентная т. е. 

e - ì g c ^ O ) , [ 7 ( І ) 0 , о ) р а 3 

ішсшаго класса. Предположимъ сперва, что ѳ входить въ â только не­
явно черезъ со. 

Замѣтимъ, что уравнѳніе 

coj, (33) 

гдѣ U алгебраическая функдія со и нисшихъ трансцендентныхъ даетъ 

. , .öiß , à2 дсо 
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въ алгебраической функціи (со 5 со') и трансцендентныхъ нисшихъ клас­
с а д@ 

совъ, такъ какъ — , — алгеораическія функщи этихъ величинъ. 

Исключеніе у, у изъ уравненШ (2) ( 3 3 ) и (37) даетъ для со алгебраи­

ческое относительно со и со' уравненіе перваго порядка: 
h(x, со, со!) = 0 (38) 

Полагая сперва: 

<P = ß ( x , 6 ) , х{=гЛх- ö = lgс<1>(а?) 
имѣемъ 

' -ч 

Où — СО 

і=0 

(40) 

а, такъ какъ 
dß dßdb dß dßaM(x) ( . + + 0) ( 4 1 ) 

/ = ^ + M = ^ 4 . ^ ^ ^ w , Ѳ ) (42) 
х<- . д х ^ db дх дх ^ db а^(х) ~ { > } 

алгебраическая функціи отъ e и другихъ трансцендентныхъ того же и 
нисшихъ классовъ, то и 

со'— со Ф (х , 6) (43) 

будетъ алгебраической функціей (со, ѳ). 
Уравненіе (38), которое можно представить въ видѣ 

К (х, 6, о) dx —j— X (x, 6, со) dee = О (44) 

гдѣ If алгебраическія функціи со, ѳ и другихъ нисшихъ, чѣмъ со, тран­
сцендентныхъ, даетъ по подстановкѣ вмѣсто со' его значенія (43): 

К(х, 6, с о ) 4 - І О , 6, : :а))'<о\Ф'(^;'.ѳ)=='0- (45) 

алгебраическое соотношеніе между (со, е), остающееся въ силѣ по замѣнѣ 
со какой угодно величиной. 

При всякомъ значеніи со оно приводится къ алгебраическому со-
отношенію между ѳ и другими трансцендентными того же или нисшихъ 
классовъ, остающееся въ силѣ по замѣнѣ ѳ какой угодно величиной. 

Итакъ въ (45) можно завйнить со и 6 какими угодно функціями. 
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Можно, напримѣръ замѣнить e на 6-(-<" . со на результата под­
становки e - f fi въ выраженін со выѣсто 6 т. е. 

Такъ какъ согласно уравненіямъ (41) и (42) 

dß(x, 6 - j - ки) 
Q (х , 6 + //) : 

dx 

dy (x , Ѳ + f1) 

dx 

то 
(43< г0 

Отсюда слѣдуетъ, что уравненіѳ (38) или (44) имѣетъ своимъ р ѣ -
шеніемъ на ряду съ со еще co , J ) . Но согласно § 2 уравненіе 

f(%, è, li, /) = о 
должно имѣть на ряду съ рѣшеніями 

!/ = Q(x, со) 

И = Q ІХ , соО)) 

(3) 

еще рѣшенія 
(х, а со) 

гдѣ а произвольная постоянная. 
Произвольный постоянныя а и ji, входящія въ со^ должны сли­

ваться въ одну произвольную постоянную, поэтому 

а — = О , 
d(a.©(i>y.~ 1 д(а(оЫ) " ди 

гдѣ А постоянное. 
Замѣтимъ, что на основаніи уравнения (39) 

(44) 

дсо 
ди 

: С О ^ 
дер ( i ) 

'Li J (45) 

если для краткости положить 

= ß (X , 6 + , « ) , Xf}= 7(X, <> + .«) : 

гдѣ Ф (ж, s -j-,«) алгебраическая функція Ъ + p. 



Полагая ^ = 0 и пмѣя въ виду, что 

дсо^ dœW дсо^ 
да 

имѣемъ но сокращены на 
db д(ь+/х) 

со • о (aw) 
А 

или такъ какъ 

то 

дсо^' 
ди 

доэ т , 
= = е.», 

дсо 
'db 

Асо 
а 

(46) 

Уравненіе это, какъ алгебраическое относительно 0, такъ какъ 

дсо 
Hb со \ôb 1 LJ у дь\ 

L І = І Л * J 

и отсюда 

^ j _ y lLàïi = -A 
db

 1
 LÀ У db 

имѣетъ мѣсто при всякомъ значеніи б ; оно даетъ 

со = Се а 

гдѣ С не содержитъ ѳ, а только другія трансцендентный. Но 

_ Ü _ А 
e а = [aW(x)] а 

трансцендентная q—1-го класса 
Поэтому со, а потому и у не будетъ содержать противно условію 

трансцендентныхъ д-го класса, содержащихъ ѳ. 
Полагая 

(П) co = £ = ^ ; 4 . l g Z . (47) 

имѣемъ 

і=о 
e = lg ci( J)0) 

(48) 
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<p'5 ?// определяются уравненіемъ (4і) и (42) 

< о ' = Ф(х, e) 

Ф алгебраическая функдія ѳ, откуда 

К [x , ѳ, G)) + L (x , ѳ , со) Ф (x, 6) = О ; (49) 

примемъ вмѣстѣ съ тѣмъ: 

К (x , О - f / г , с о ^ ) - f L (x, 6 / г , а><»>) Ф (х, e -f- /г) = О (49^>) 

гдѣ со^п результата подстановки Ь + и въ со вмѣсто ô. 
Съ рѣіпеніемъ ß ( . r , со^) имѣемъ еще рѣгяеніе & ( x , co^J

rß)ß 

гдѣ (? произвольная постоянная, которая вмѣстѣ съ ,и должна слиться 
въ одну, для чего необходимо, чтобы 

Н~ -1 " ; : , 7 7 , і і ' Г " і T T = = = О 

гдѣ Л постоянное. 
Имѣя въ виду, что 

дсо^ асо^ д&а) 

ôu òb à(b+fi) 1 1 1 

d(co^-\-ß) дсо^1 

OSI 
получаемъ по сокращеніи на — : при ß = О, // = 0 

дсо 

откуда 
со = — .48 + С , 

гдѣ С не зависитъ отъ 6, а только отъ другихъ трансцендентныхъ того же 
или нисшихъ классовъ т. е. ѳ можетъ входить въ со только алгебраически. 

Полагая со ==# 

(III) <p = ß(x\ ?}) у. = у.(х, ?]) 

гдѣ 

# = е1 или [7 ( 1 ) (^)] 



получаемъ для со' опять уравнеыія (45), но при этомъ ср\ х'. определя­
ются вмѣсто (41) , (42) уравненіями: 

öß L aß eh] dß dß 

öx 1 dì] dx дх от] 9— £ + x : sz = Л;. + x : 0 ( * ) = Q (*> 9) < 5 0 > 

/ . = L — • - — = = \- — ó (x) = X x , rj) ( o l ) 

гдѣ 

6(x) = tißW{x) или 

будетъ алгебраической функціеіі ?/, а 

со '= со Ф (х , ?;) 

алгебраической функціей (со, ?/) 
Уравненіе 

К(х, rj, со ) —}- L(x, ?], со)соФ(х, 7)) = 0 (52) 

остается въ силѣ по замѣнѣ ?] на щ, а со на со^ , результата подста­
новки Ѵ7] вмѣсто ?]. 

Отсюда легко видѣть на основанін уравненія (50) и (51), что 
уравненіе (10) будетъ имѣть интегралъ 

?/ = £ ( . г , сссо^), 
причемъ должны имѣть 

дО, дсо^ , t д&М 
-•7?—ТГГ а —\ І~~ ~ Т 7 ~ ~ ~ 7 Ï T T <*>{1) = О 

uO)=u(ao)W) 
откуда, замѣчая, что 

dcoW t) да>ы m - , 

= JL = Г]С0^Ф(Х, V?]) 
дѵ V 07] 

полагая а = 1 , ѵ = 1 и сокращая на со — имѣемъ 
дсо , А 

7] а У- А со = О 

откуда 
—А 

СО = С. (7]) « 

гдѣ С не содержитъ ?/. 
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Такъ какъ 
л 

представляетъ трансцендентную q—1-го класса, то для со мы получаемъ, 
противно условію, выраженіе, не содержащее тѣхъ основныхъ трансцен­
дентныхъ q-vo класса, въ которыя входить Наконецъ остается слу­
чай, когда 

со = £ 

гдѣ 

9 = или [ 7 ^)Т л ( 1 ) 

Уравненіе 

К ( х , i ] , со)-f .!(>;, г], со) Ф(ж, rj) = 0 ( 5 3 ) 

получаемое для этого случая, остается въ силѣ по замѣнѣ щ на щ, со 
на со(х\ откуда какъ выше, выводимъ, что 

у= coW + ß) 

тоже рѣшеніе уравненія ( 1 0 ) , а изъ уравненія 

dQW dcoW , л д£Ы л , . 
d(a>W-\-ß) дѵ 1 д (соЫ + ß) 

представляющаго условіе сліянія произвольныхъ иостоянныхъ ѵ и ß , гдѣ 

дсо^1 7] дсо^ 
öv v drj 

получаемъ при v = 1 , ß = Q: • == Г}Ф (x, V?]) 

дсо 

откуда 
С0 = — Âlg7?-\~ В 

гдѣ В не содержитъ т. е. 

ю = — 4 1 g 0 , ( a ? ) + B 
или 

ш = —^lg 7 . (^) + Л 
откуда слѣдуетъ, что со не содержитъ основныхъ трансцендентныхъ q-vo 
класса, содержащихъ rj> 

Итакъ доказано, что а., ß i % у, или <рг.. %, не могутъ быть алге­
браическими функціями отъ трансцендентныхъ ѳ, rj. 
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Следовательно въ со, а потому и въ Û не входятъ трансцендент­
ный ѳ, 7]. Въ нашемъ доказательствѣ мы ограничивались случаемъ, 
когда 6 входитъ въ 2(х, со) только черезъ со. 

Но случай, когда у = û (x, G, со) легко сводится къ уже изслѣдо-
ванному случаю. 

Дѣйствительно, уравненіе ( 4 4 ) замѣняется тогда слѣдующимъ болѣе 
•сложнымъ: 

A — — ^ г т - со^1) - f - — а — h — — = 0 (44 ) 

ô(aco^) 1 d ( « c o ^ ) ôu 1 dû v ; 

дающимъ при a = 1 , ^ — О 

0 1 db J дсо 1 db 

(A0 значеніе A при a = l , // = 0) или 

^ v dco 1 ob 

гдѣ ^ ( 6 ) алгебраическая функція отъ 6. 
Это уравненіе въ частныхъ производныхъ даетъ: 

£2 = E(œe J l ) , 

гдѣ i? должно быть, какъ û , знакомъ алгебраической функціи. 

Такъ какъ û при со = const, алгебраическая функція отъ ѳ, то 

ar is te ' ) a i 
ической функціи отъ ѳ. 

— Г à (Ц) dÇL - f (Ш <ад ^ v ^ 

Л (const, e J ' ) а потому с? 1 приводятся къ Ф(Ѳ), алгебра-

у = А | > Ф ( е ) ] 

соФ(Ѳ), какъ со, имѣетъ видъ (39), и мы можемъ соФ(6) принять за со. 
Тогда для у будемъ имѣть выраженіе, не содержащее уже ѳ явнымъ 
образомъ. 

Такимъ же образомъ для другихъ случаевъ I I , I I I . IV получаемъ 
уравненія въ частныхъ производныхъ: 

(Д) ^ 6 ) д о > + 'дь- = ° 

, ,dû , dû А 

(Щ) И ^ ) ^ - + - ^ о , 

OD 
О. М. О. 
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дающія 

(II) у=Н[со+ Ф(Ь)] 

(III) у^Н[соФ(?])] 

(IV) y = H[a>+ Ф(?])] 

Принимая выраженія 

со + Ф(б), соФ (•>/), Ю-\-Ф(}]) 

за со, получаемъ выраженія т/, не содержащія 6 явнымъ образомъ.-
Такимъ образомъ: Если общее рѣщеніе алгебраическаго уравнеиія 

М(х, §, у, t)dx-{-N(x, s , У, 0 % = 0 (10) 

выражается въ конечномъ видѣ, то у представляетъ алгебраическую 
функцію отъ одного изъ выраженій 

* = <°\:/j47j-' •••І-ф (34) 
ИДИ 

£ = 9> + У*№хг. (35) 

*оѴь 2 . постоянныя, (р., х алгебраическая функціи отъ x. 
Очевидно и частное рѣшеніе имѣетъ тотъ же видъ, такъ какъ 

получается придавая въ û (а&) и <2 (f + ß) по'стояннымъ а и ß част­
ный значенія. 

Особенное рѣшеніе получается исключеніемъ а и ß изъ системъ 
уравненШ 

û(«») = 0 ^ = 0-

оа 
или 

или что тоже исключеніемъ со изъ системы 

ß { e » - 0 ^ = 0 (55) 

и представляетъ функцію алгебраическую. 
Изъ полученнаго выраженія для 

у = 2 (х, асо) 

слѣдуетъ, что 
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Г) Между двумя частными интегралами и незавысыліымъ перемѣн-
нымъ оолэюна существовать алгебраическая зависимость 

Полагая х = х0 имѣемъ 
y 0 = ß ( a * 0 ) (а-о) 

или 
yo=£(So+0) (bo) 

гдѣ у0, &0 значенія у и # при х — х0 

Но 
y=Q(a&) (а) 

или 
y=Q(£ + ß) .(b) 

Опредѣляя изъ уравненія (а 0 ) а и подставляя въ уравненіе (а) 
или опредѣляя изъ уравненія (b 0 ) ß и подставляя въ уравненіе (b), 
получаемъ, что у выражается алгебраически черезъ у0 (и вообще тран-
сцендеятно черезъ х0 и х). 

II) Между обгцимъ интеграломъ у и произвольнымъ постоянными 
у0 должна существовать алгебраическая зависимость. 

Эти два свойства можно назвать: первымъ и вторымъ основными 
свойствами интегрируемаго въ конечномъ видѣ дифференцгальнаго урав­
нения, 1-го порядка. 

Всѣ рѣшаемыя въ конечномъ видѣ алгебраическія дифференціаль-
ныя уравненія мы можемъ раздѣлить на три класса: 

I классъ. 

Алгебраически интегрируемыя дифференцгальныя уравнения. 

I I классъ. 
Интегрируемыя при помощи только показательныхъ и степенныхь 

фунщій. Форта обгцаго рѣшенія: 

y — Q, (x, afr) 
I I I классъ. 
Интегрируемыя при помоищ только логаргшмгьческихъ фунщій. 

Форма обгцаго рѣшенія: 

Примѣръ 1. 
Уравненіе 

съ общимъ рѣпіеніемъ 

Уравненіе , , x 
аУ+У = ~± 

_ Вх 

Се а -f- 3# — а 



и частнымъ 
3 

у = /Ъх — а 
V з ~ 

принадлежитъ ко второму классу 

'Примѣръ 2. 
Уравненіе 

у2— 2ху'—у'2= О 

съ алгебраическимъ общимъ рѣшеніемъ 

(Зху + 2х*+ С) 2 — 4 (// + хЦ*= О 

принадлежитъ къ первому классу 

Примѣръ 3. 
Уравненіе 

у'*—2ху'— 1 = 0 
съ обшимъ рѣшеніемъ 

х* . 1 у = \ ± ^ 1 ± ^ l g (* + + С 

третьяго класса. 
Примѣръ 4. 
Уравненіе 

' (а + ßx-f-yx2)2 

согласно Эйлеру 1 ) имѣетъ общимъ интеграломъ: 

т . -.2 (а + ßx + ух%)у + » — I — 2yar_ Q 

Z(a-\~ßx-\-yx'1) у — п — ß — 2yx " 
гдѣ 

n=Vß2— âcty + ia 

л .dx . , ту . 2ух 4-ß ~~-Vß2~~ éay 
a - f t f r - f y a ? | / ' ^ — 4(^7 & 2yx + ß+Vß*~- 4ay 

откуда получаемъ общее рѣіиеиіе въ слѣдующемъ видѣ: 

и - 2(a + ßx-j-y^) — n — ß — 2yx ^ ( 2yx + n - ß 
2 (a + ßx -4- 7 ,r '0 ' 1 2 (a+ßx \-yx2) 

г ) Coinmeiitarii Academiae Petropolitanae t. T i l l . 1760 г. Widen. De mtegratione 
aequatioimm differ eu tialium стр. 9. 
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Оно будетъ принадлежать ко второму классу и имѣть частное 
алгебраическое рѣшеніе ( С у = 0 ) 

2 7 X + n + ß 
2{a-f-ßx-\-yx2) 

отмѣченное Эйлеромъ. 
Примѣръ 5. 
Уравненіе: 

У'2 + (Х + ̂ **)У'-(Л + x2) У - ** « О 
Откуда общее рѣшеніе: 

у = — Зя 2-+- 2д? VT+^"lg (.r + V -f-
-(- lg2 О + Vi + s 5) -f 2Cx Ѵі + я* + С 2 

выражается при помощи логариѳмовъ и уравненіе третьяго класса. 
Особенное рѣшеніе 

16.?/ + 4л-2 + .-г* = 0 
алгебраическое. 

§ 5. Всѣ разсужденія § 3 относятся къ случаю, когда общее рѣ-
шеніе выражается въ конечномъ видѣ. 

Возьмемъ теперь случай, когда частное рѣшеніе выражается въ 
конечномъ вгідѣ при условіщ что общее рѣшеніе не выражается въ ко­
нечномъ виоѣ. 

Въ этомъ случаѣ интегралъ 

у = х{х, "e3+/v..9/TYV ^ і ' v2V2"-v

qVg) (42) 

который вмѣстѣ съ даннымъ (согласно § 2) 

у = л(х, Ь1, Ѳ2. . .0^, 7 2 . . . '^) 

долженъ удовлетворять дифференциальному ураввенію: 

/ ' (* , S , У, У') = 0 (2) 

содержитъ произвольный постоянный, сводящаяся къ одной, и у, опредѣля-
емое уравненіемъ (12), представляетъ интегралъ уравненія (2). Для того, 
чтобы послѣднее не имѣло мѣста, изъ выраженія (12) всѣ tu€ должны 
исчезнуть т. е. должны имѣть 

длю л дяЫ Г 

— - = 0 -г- = 0 
откуда 

^ = о ^ = о 
db. or]. 

и ж сводится къ алгебраической функціи отъ х. 
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Если частное рѣшеніе алгебраического диффереиціальнаго уравне­
ны перваго порядка выражается въ конечномъ видѣ, а общее не выра­
жается, то частное рѣшеніе необходимо должно быть алгебраическимъ. 

Особенное рѣшеніе, какъ совмѣстное рѣшеніе уравненШ: 

должно быть всегда алгебраическимъ, независимо отъ того, выражается 
ли въ конечномъ вкдѣ общее рѣшеніе или нѣтъ. 

§ 6. Первое основное свойство уравненШ, рѣшаемыхъ въ конеч­
номъ видѣ,, связуетъ наши изслѣдованія съ работами Еенигсбергера 1 ) , 
относящимися къ классу уравненШ перваго порядка, обладающимъ этимъ 
свойствомъ. Второе свойство даетъ возможность воспользоваться изслѣдова-
яіями Пенлевэ 2 ) , относящимися къ уравненіямъ перваго порядка особаго 
класса. А, именно, алгебраическая зависимость между у и у0 (значеніемъ 
у при х = а) является характернымъ свойствомъ уравненШ, обладающихъ 
общимъ рѣшеніемъ съ конечнымъ онредѣленньтмъ числомъ значеній около 
подвижныхъ (т. е. зависящихъ отъ у0) критическихъ точекъ. Пенлевэ 
изслѣдуетъ условія, чтобы заданное уравненіе принадлежало къ такому 
классу уравненШ, и даетъ методы дли опредѣленія въ иныхъ случаяхъ 
при наличности этихъ условій общаго рѣіненія уравненія. Въ этихъ слу­
чаяхъ изслѣдованія Пенлевэ даютъ также рѣщеніе изслѣдуемой нами 
задачи пытегрированія въ конечномъ видѣ уравненія перваго порядка. 

Оставляя покуда изслѣдованіе интересной связи нашихъ изслѣдова-
ній съ работами Пенлевэ, мы выбираемъ болѣе простой способъ изслѣ-
дованія. независимый отъ результатовъ Пенлевэ и опирающійся на ре­
зультаты нашей предыдущей работы, относящейся къ дифференщальньвгь 
уравненіямъ перваго порядка. 

Замѣтимъ прежде всего, что, если общее рѣшеніе у выражается 
въ конечномъ видѣ, то оиредѣляя изъ уравненШ 

1) L. Koenigsberger. Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie -der Differenti­
algleichungen. Leipzig 1882 s. 50. 

2) Paûrterc. Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles. 
Paris 1897. 

Тоже въ Annales de l'Ecole Normale t. 18 (1891): 
Paììilevc. Sur les équations différentielles du premier ordre. 

f(x, g; y, Д ) = 0 

dx 

y=Q(a&) 

y=Q(£ + 0) 
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произвольный постоянныя а и ß въ алгебраическихъ функціяхъ отъ 
(ж, у, £) или (я, у , # ) получаемъ общій интегралъ уравненія (10); 

Af(s , g, у , Odff + tffo g, î/, 0 Ф = О (10) 

въ конечномъ видѣ. 
Но, согласно доказанному въ первой статьѣ, этотъ интегралъ мо­

жетъ быть всегда приведенъ къ слѣдующему виду: 

Ф[х, у, t)y'G(x, у, 0 + 
к—m j—п -1 . 

+ Z^ l g II ' ^ 3 [ Х " V" U ^Ѵ^ѴГГЯ=С (55) 
k=zl j = 0 

ГДБ Ф , G раціональныя функціи (x, y, f), ipk раціональная функція 
{x, y, f) и 

n /— 
yG(x, y, t). 

C / ; постоянный, a первообразный корень двучленнаго уравненія: 

ап= 1 . " (56) 

Замѣняя въ § 3 первой статьи, условія неприводимости въ области 
раціональныхъ функдій: 

(x, у) 

условіями неприводимости въ области раціональныхъ функцій: 

ІР, У, g ) , 

мы получаемъ уравненіе (45 первой статьи) 
к—m 

\{Мсіх + Ndy) = <р (x , у, О + ^ С * te Vk У> f) (5?) 

но съ условіемъ, что Ф , ^ раціональныя функціи не только (x, у, t) 
но и g , такъ что 

к—m 

^(Mdx + Ndy) = <р (а-, у, g , *) + 2 О, lg щ (*, у, g, *) (58) 
/С=1 

если ср, ір раціональныя функціи величинъ, заключенныхъ въ скобки. 
Уравненіе '66 первой статьи) замѣняется тогда слѣдующимъ 

к—m 

гі = e JJ[Hk(x, g , у, t)p[M(x,ê.y,t)dx + N(x,U,y,t)dy] (59) 

к-l 



Уравненія (67) и (68) едѣдующими: 
Изъ ур. (59) слѣдуетъ согласно § 5 первой статьи: 

*=* . 

или 

и=Ф[х, g i у, і$~Щ?7І7ѴГі>)'\ + 
к=т 

+ УСк1ёщ[х, g, у, і,УЩяГГе> у, 0] 
JmJ 
Ä = l 

что даетъ вмѣсто (55) слѣдующее выраженіе для интеграла: 

g , у, t)]/G{x, g , у, 0 + 

£ < y g Д ^ Г ^ Ь s , У, *, aVG(x,è, уГЩ = С (60) 
Ä = l j=zi) 

гдѣ Ф, G раціональныя функціи (#, g, у , Л , раціональная функ-
ція (ж, g, /у, t) и 

^ о ( ж , g , у, О 

С;. постоянныя, а первообразный корень уравненія (56). 

Такимъ же образомъ преобразуется и болѣе-общая форма инте­
грала (68 формула 1-ой статьи), которую можемъ написать въ слѣдую-
щемъ видѣ: 

g> У- t) %G(x è У 0 + 
к—m 

+ ^Cklg%[x, g , у: t,ì/G(x, g , y , *)] = C (61) 

причемъ между CÄ мы можемъ предполагать отсутствіе линейныхъ со-
отношеній 

£ (62) 
к=[ 

съ раціональными коэффиціентами. 

§ 7. Положимъ теперь, что заданное уравненіе принадлежитъ ко 
второму классу, такъ что 

у = л(х, а&) (63) 



Положимъ далѣе, что общій интегралъ выражается въ алгебраическо-
логариѳмической формѣ: 

к~т 

Ф (х, у) 4- 2 С; lg грк (x, у) = G (64) 

гдѣ между Ск нѣтъ линейныхъ соотношеній (62). Подставляя въ это 
уравненіе у въ fr изъ уравненія (63), получаемъ уравненіе, определя­
ющее fr: 

P{ì\x « # ) « ( ) , (65) 
гдѣ 

k=ni 

P { 1 \ X ì а&) = А(х% afr) + ^CklgBk(v, а»)—С (66') 

гдѣ А, B Ä алгебраическія функціи {x,afr) fr, какъ и /у можетъ содер­
жать одну произвольную постоянную. 

Для того, чтобы а и С въ Р ( 1 ) ( # , ад-) сливались въ одну произ­
вольную постоянную необходимо, чтобы 

гдѣ I) постоянное или 

а, такъ какъ 

то 

.PO) 
ôa 

dpa) л дРѴ 
=. fr 

а при <х = 1 . 

да ö(afr)' 

дРЫ 

» ^ = D , (68) 

если 

Р(аг,*) = 4(аг, * ) + ^ 0 , l g B t . ( ^ , С (66) 

Изъ уравненія (68) слѣдуетъ слѣдующее тождество: 

Р(х, # ) = 2>lg# + # 
или 

(69) 

* = 1 

гдѣ D постоянное, і? не зависитъ отъ а потому и отъ у. 



Разсматривая Вкг какъ функдію отъ fry для всякаго нуля и полюса 
& = со, отличнаго отъ # - = о , должны нмѣть тождественно при всякомъ fr-

Ji=zm 

L. 
b r i 

гдѣ yÄ раціоналышя числа, откуда получаемъ 

т. е. .соотношеніе типа (62). 
Такимъ образомъ Вк(х, fr) могутъ имѣть нулями и полюсами 

.только fr = О . 
Поэтому 

В№ Щ^І^ж^), (70) 

гдѣ л л (ж) .не зависятъ отъ fr и какъ Вк{х, fr) алгебраическія функщи 
отъ x . Что же касается до А (х, # ) . то, разлагая эту функцію около 
полюсовъ, убѣждаемся въ томъ, что главный части разложеніі тожде­
ственно равны нулю, А(х, fr) сохраняетъ на плоскости конечное зна­
чение и 

А(х, &) = Q(X) (71) 

Но, если А и В к вида (70) и (71), то 

Ф(х, у) = Ф (х) 
не зависитъ отъ у , а 

щк(%: г/) = ^ М я ( а ' , у), 

гдѣ грк (х) функція отъ х, ак постоянныя. 
Если обгцгй интегралъ Оифференцгальшио уравненія перваго порядка 

и второго класса представляется въ сшебраическо-логаргшмическои формѣ: 

' k~m 

Ф {x, у) + Y Ck lg v>l: {x, y) = С (72) 

kzzl 

ідѣ мвэісду Ck не существуетъ линеііныхъ соотиошепій съ раціональиымгі 
коэффициентами, то алгебраическш членъ: 

Ф (х, у) = Ф (х) (73) 



ne зависитъ отъ у. а степени функгфй, стоящихъ подъ знаками лога-
риѳмовъ, находятся между собой въ отношеніяхъ. 

— = як(х) 1<4) 
ѵ> У) 

независягцихъ отъ х. 
§ 8. Положимъ теперь, что заданное уравненіе принадлежитъ ко 

второму классу, т. е. 

у = я(х, £ + 0) (75) 

Тогда уравненіе (67) замѣняется уравненіемъ 
rìP{1) r ) P { 1 ) 

ô i D

Ó Ì

T 0 (76) 
dß дС 

гдѣ 
к™ m 

- P ' V , $ + ß) = A(w, £ + C t l g JV* , £ + 0)-C (77) 
k=\ 

результата подстановки въ лѣвуго часть уравненія (64) вмѣсто у его 
выраженія (75). Уравненіе же (76) даетъ: 

а, такъ какъ 

то при ß = 0 

ар 

дР 
= D (78) 

гдѣ D постоянное, F не зависитъ отъ £ , и потому и отъ у, или 

А(х, S)-\-^Ck]gSk(x, S) = J>S+E (79) 

Какъ въ предыдущемъ параграфѣ выводили, что Вк (х, £) не зави-
сятъ отъ f, J ( # , g ) , имѣя тѣ же полюса, что DÇ съ тѣми же глав­
ными частями разложенія, отличаются отъ DÇ только на величины, не-
зависящія отъ £ . 

Отсюда слѣдуетъ:' 
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Если общ'ш интегралъ дифференціальнаю уравнены 3-го класса 
гімѣетъ аліебраичсско-логариѳмическую форму: 

k~m 

* , у) -î- 2 Ck % 'Pu (* ^ a) = c (72) 
k-l 

làib между Ck не существуетъ линейныхъ соотношеній съ раціональнымгі 
коэффгщіентами, то функціщ стоящія подъ знаками лошриомобъ, не 
зависятъ отъ у. 

§ 9. Возвращаясь къ доказанной формѣ (61) общаго интеграла, 
выражаемаю въ конечномъ видѣ, на основаніи доказаннаго въ § 7, мы 
имѣемъ. что въ случаѣ уравненія второго класса, функціи 

г * , п/?п n У* \-х^,У, * ,Ѵ è , у , * ) ] , о л ч 

**[>і é, У, t,VG\p,s,y,t)\ = —x ^ — = = = = = = = = ( 8 0 ) 
ìpx [x, g, y, t,yG(x, g, y , Q] 

не должны зависѣть отъ (/y, О-

Здѣсь слѣдуетъ различать два случая: 

I) G зависитъ отъ (у^ t). 

Il) G не зависитъ отъ (у z t). 

I) Въ первомъ случаѣ, полагая 

at + ßi/Q{x, g , у, t) = w, (82) 

гдѣ a , ß надлежаще выбранный постоянныя, имѣемъ 

я к [ я , s , У, t$G{x, I , г/, *)] = # А ( # , g , i / , м)> 

гдѣ JTä , какъ и вездѣ ниже, означаетъ раціональную функцію величинъ, 
заключенныхъ въ скобки. 

Далѣе, такъ какъ # Ä ( # , g , w) не зависятъ отъ (у, t), а потому 
и отъ го, то 

j=q 

]&як(х, g , У, юр 
g , 2/, ш)=лк(х, g , у , г е О = ^ , 

J q 

гдѣ шу корни нѳприводимаго уравненія, опредѣляющаго гѵ. Отсюда 
ж

кЛх-> è , у, w) = 3tk{%, g, y) раціональная функція (x, g , у). Полагая 
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же вмѣсто у какое либо постоянное, черезъ что лк(х, g, у, гѵ) какъ 
не зависящее отъ £ не мѣняется, имѣемъ, что 

$> У> п') = лк(х, g) , ç(x, g, у , «;) = (>(#, g) 

g, г/, « 0 = # [ > i s , У, t,\/G{x, js,~y, Ô]'1) 

раціональныя функціи (x, s). 
Но легко теперь видѣть, что этотъ случай не можетъ имѣть мѣста 

при уравненіяхъ второго класса безъ того, чтобы общіи интегралъ не 
представлялся бы въ слѣдующей болѣе простой формѣ: 

к~m 

1ёФ(х, g, у, t)-\-co(x, g) + ^Xk\güzk{x, g) = C (83) 
k=\ 

гдѣ Ф раціональная функдія отъ (x, g, ?/, t), со, лк раціональныя 
функдіи (x, g), lk постоянныя. Въ самомъ дѣлѣ на основаніи доказан­
ная) выше имѣемъ 2 ) , замѣняя въ выраж.еніи (61) y>h черезъ жк(х, g) 
по формулѣ (80): 

lg Ф [x , g, y, t, \/G(x ^J7y7~i)i + Q (я 5 s) - f 
lezzm 

(84) 

переходя же отъ этоі формы общаго интеграла къ другимъ, отвѣчаю-

щнмъ с/ yG(x, g , у, t) 

1$Ф[х, §, у, t, с? \/G(X, S\ у, t)]+Q{X, ä) + 
- J ç i g * ^ , ë)=Cj (84,) 
k=zl 

гдѣ, согласно доказанному въ первой статьѣ 

С — a C-, 

3 L 

Складывая почленно уравненія (84.) получаемч> j=n—l 

lg Д Ф[х, g, у, t, a g, у, t)] + 

к—m j—n— 1 

+ weOr, g ) - H ^ c 4 i g * 4 ( * ' g) = 2 ci a ' 
fc=l j=0 

1 ) Здѣсь Ф имѣетъ другое значеніе чѣмъ выше. 
2 ) Замѣняя язъ уравненія (80) lg 2/, ] / # ) черезъ Ig 7i f t(o?, £ , ]/6г)и 
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или 
к—m 

l g # U \ , g , y, + s)+ У С, lg я , Or, g) = 0 (85) 

гдѣ Ф раціональная функція. 
Уравненіе это даетъ не общее, а частное рѣшеніе. Но согласно 

g 6 изъ него получаемъ общее простой замѣной lg л к (х, g) на 
\$лк(х, g) + ГД* произвольное постоянное. Въ самомъ дѣлѣ 
уравненіе (85) даетъ 

у = л(х: /у,, ?].2...і)к), 

гдѣ л алгебраическая функція (л , Ѵ->—-7]т)
 и гдѣ % = [ л ( # , g)]" / ; 

можно замѣнить г. //. гдѣ ѵ. произвольное постоянное, а это равносильно 

замѣнѣ въ (85) 1$хк(х, g) на lg л,, (a?, g) + - V -
Ч 

II) Итакъ общее рѣшеніе определяется уравненіями типа: 

к=т 

lir Ф (,/•, s \ f) - f () Or, i) - f V С. Ite jr, Or = С (83) 
к-\ 

II) Если G не зависитъ отъ (/у, /), то, какъ выше, убѣждаемся 
обозначая черезъ G. л к , Q раціональныя функдіи величинъ, заключен-
ныхъ въ скобки: 

2 Gix, g , ?у, 
G (a , g , /у, » = Ь 1 = G ( * , ê , 3 0 = G ( * , ê ) 

н 2 * t l > * s , У, *, У G (x, g)] 

j T j U , g , y y t, y G{x, g) — — - - - = 

= *» & g, У, УЖх71)]==лк[х, g. ]/G(x:i)] 
и точно такимъ же образомъ: 

и поэтому общій интегралъ получаемъ въ формѣ: 

lg Ф [x, g, ]/G(xJ)y y9i] + Q [ r , g, УЩхТіУІ 
к—m 

+ h s , Ш ] = С ( 8 6 ) 

k=i 

подъ которую, какъ частный случай подходить форма (83). 
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Изъ уравненія (86) получаемъ: 

Ф[х, 1 , ^ 6 ? ( x , g ) , у, q = - с ; / [ ^ ' " ^ Д к . [ , , g , i ^ u f 4
 (87) 

/;=] L -* 

Переходя къ формамъ интеграловъ, отвѣчающихъ a ]/G(X, g) 
будемъ имѣть также 

Ф[х, g , a\/G(x, g ) , у, t] = 

= ( ? e P M . ^ g r [ в і g > «'^T)]f* (sip 

k=l L -1 

Умножая уравненія (87.) на a~J и почленно складывая, получаемъ, 
пмѣя въ виду, что, согласно первой статьѣ 

J о 

ê, У, t]/G(x,ê) = 
j=n—l _j j n k=m 

= ^ 2 J ° a 6 I r ^ ^ a ( 8 8 ) 

.7=0 i 

Такимъ образомъ мы получаемъ общую форму для рѣшенія диф-
ференцгалънаго уравненія перваго порядка и второго класса. 

Полученный результата можетъ быть еще слѣдующимъ образомъ 
формулированы 

j <уі i j fi , 

lg Ф[х, g , y, t, a y G (x, ê)] + Q [x, g , a yG(x, g)] + 
k=m 

+ 2 h lg *k\x, g, a Ï^G^Tâ] = G. (84 y) 

Умножая на a ; и складывая почленно, имѣемъ 
j=n—1 _ . 

k=m j—n—I _ y 

+ 2 l " l g П л * [ * ' ë ' а'^&®]+c- (89) 

k=0 j=û 



— 2 6 4 — 

гдѣ Q и ж означаютъ раціональныя функціи величинъ, заключенныхъ 
въ скобки. 

Полагая 

Г = lg J J Ф* [*, I , 2/, t, a~Jy G (x, g)] (90) 

будемъ имѣть: 

ê)vW7i) ( 9 і ) 

гдѣ <jp(#, g) радіональная функція. 
Итакъ, если дифференциальное уравнение перваго порядка разрѣ-

шается съ помощью однихъ аліебраическихъ, степеппыхъ и показателъ-
ныхъ функ-ціщ т. е. принадлежитъ ко второму классу, то подстановкой: 

j—n—l 

7 = lg Д Ф*~\х> s , У, *, ауЩх~7І)1, (92) 

оифференціалыюе уравненге приводится къ квадратурѣ 

(^ = <р(х, g)i'G(x\'g) (93) 

Абелевъ интегралъ 

7 = Ы ^ ê)VG(?,ê)dx.. (94) 

которымъ онредѣляется / , принадлежитъ къ типу Абелевыхъ интеграловъ, 
впервые изслѣдованныхъ Кенигсбергеромъ a затѣмъ нами въ нашей 
диссертаціи 2 ) . Въ самомъ дѣлѣ, полагая 

G(x, g) = / 

ж (x, g) = 0 , 
и, исключая g имѣемъ 

g = со (х, ,г), 

гдѣ ю раціональная функція; имѣемъ 

у = l jF (# . %ß)%fäx (95) 

*) І У . Koenigsberger. l ieber die Reduction Abelscher Integrale auf niedere Inte­
gralformen. Journal de Grelle. 89. 1880 s. 89 и другія статьи. 

2) Д. Мордуха'й-Болтовской. О дриведеніи Абелевыхъ интеграловъ къ нисшимъ 
трансцендентнымъ ч. I. гл. III, ч. II. гл. II. В. 



гдѣ y = z опредѣляется уравненіемъ 

Ф(х, уп) = 0 (96) 

Это и есть обычная форма одиозиачныхъ интеграловъ Кенигсбергера, 
въ которой мы вели ихъ изслѣдованіе. 

Уравненіе (86) вмѣстѣ съ тѣмъ даетъ преобразованіе заданнаго 
уравненія (10) при помощи подстановки 

7 = * [я , § , V~&WÌ), У , t] (97) 
въ уравненіе 

è,V~G(^ì)]y (98) 

Диффереіщгалъное уравненге перваго порядка второго класса пре­
образуется алгебраической подстановкой типа: 

у = Ф [x, g , \/G(X,S> ,*/,*], 

ìóto. Ф означаете раціоиальиую фующгю 

О, ê,V~G&7i)y у, ц 

въ линейное уравненге перваго порядка безъ послѣдняго члена. 
Примѣръ. 
Уравненіе 

4*/ ' 2 (1 - Ы 2 - W (*+*) — xf— 1 = 0 (99) 

или, что тоже, уравненіе 
2(1 + x) dy — (y + t) dx = О 

гдѣ 

^ = ( 1 + ^ ) ^ 1 (100) 

имѣетъ общій интегралъ опредѣляемый уравненіемъ: 

yVT-Fï-— ~ е - (101) 
2 

Здѣсь 

в(х; £)=&Хх) = 1 + х-

п = 2 , а =— 1 
Изъ уравненія (101)< имѣемъ: 

СеѴНх^уѴТ+х~ ± ] / У ( 1 + * Ж i 

С. M. о. 
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а такъ какъ на основаніи уравненія (100) 

t= ± Vif{l-\-x)-f- 1 , 

_ V'I-ra; 

y\/i + x+t=Ce 

Уравненіе (99) при полощи трансцендентной подстановки f - ; ' / y T ~ 
преобразуется въ уравненіе 

а при помощи алгебраической подстановки 

въ линейное уравненіе: 
dy ух 
dx 1 2(1 

:0 

§ 10. Теперь разсмотримъ случай уравненШ третьяго класса. 
На основаніи § S мы имѣемъ, что 

Ѵ>АХ> ê, У у t, Yelp, S : У, t)] 

не зависитъ отъ (у, t). 
Различая опять два случая, когда 

I) G зависитъ и U) ne зависитъ отъ (у, t), 

убѣждаемся, что въ первомъ случаѣ интегралъ дифференціальнаго урав-
ненія перваго порядка будетъ вида: 

к—m 

Ф[х, у, t$G{x^,y,t)] + Q(x, ê)+^Cklgxk(x, ê)=C (102) 

к—\ 

Переходя къ другимъ формамъ интеграла, отвѣчающимъ 

d]/G(x, g , у, t) 
имѣемъ: 

к—m 
Ф[х,§, y, t, a \ G(x,ë,y,t)] - f- Q {x,g) Cklgжк (x, g) = Сз ( 1 0 2 ; ; ) 
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умножая на a j и почленно складывая, получаемъ алгебраически инте­
гралъ вида: 

# (я , g, у , О f f f ô r , g, yj) = С ( 1 0 3 ) 

чего быть не можетъ, ибо взятое уравненіе по предположенію- 3-го, а не 
1-го класса. 

Въ случаѣ G не зависящаго отъ (у, / ) , какъ въ § 8 , получаемъ: 

*[> , g> VQ(PI g), ?/, *].= <> |>, g, f e ^ , g ) ] - f 

+ 2 lg О > U VG(X, g)] + С ( 1 0 4 ) 

Jr-l 
и кромѣ того 

Ф [x, g , a y G (x, g), y, t] = Q [x , g, a j / f f (a?, g)] + 
k~m 

+2te**O. è% «'І/С(.г', I)] + С ( 1 0 4 . ) 

Умножая на a~J и почленно складывая получаемъ: 

Ф(ж, g, ?/, t)V G{x, §) = Q{x, g) j / ö U ' . g) + 

+2 ^ П л " [ ж ' ê ' " | ) J+c ( i o 5 ) 

это—общая форма для рѣшепгя дгіфферснчіалънаго уравнеигя перваго 
порядка 3-го класса. 

Жгъ уравненія (105) слѣдуетъ, что, если дифферемтлъное урав­
ненге перваго порядка рѣшается при помогци одиихъ алгебраическихъ 
и логариѳмическихъ функцій, а потому принадлежитъ къ тршъему 
классуто это уравненге алгебраической подстановкой пиша: 

Г=Ф[х, g, *, \/G(x, g)] ( 1 0 6 ) 

.гдѣ Ф означаетъ раціоиалъпую функгфо величинъ, заключениыхъ въ скобки^ 
приводится къ квадратурѣ: 

% = <р(х, Ì)\/G{x, g) ( 1 0 7 ) 

гдѣ cp раціопалъная фуищія (x, g). 
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Примѣръ. Дифференциальное уравненіе: 

* - f у а - 6 ( 1 Ï W , J r - = 0 (108) 

легко приводимое къ виду 
з 

( 1 + 2уу ' )у 1 - . * - , 
З у ' ( 1 — х)2 1 

имѣетъ интегралъ 

-i 
+ 3 V'i — .г — lg (у' 1 — x - 1) (ce y i _ a r — 1 ) * ( « 2 y 1 - я — 1 ) 

гдѣ 

a -

откуда слѣдуетъ, что уравненіе (108) алгебраической подстановкой 

= + У 2 ) Y 1 - х 
приводится къ 

з , 
г/у у 1 — x 
dx x 

здѣсь 
я = 3 , G(x, g) = в(х) = \/Т 

§ 11. Замѣчая, что алгебраическое рѣшеніе т. е. рѣшеніе урав-
ненія перваго класса определяется уравненіемъ типа: 

# ( я . й> У, *) = С\ (109) 
а потому 

у=Ф(х, g , у , t)]/G(x, g) 

Ö O r , g ) = l 

мы можемъ слѣдующимъ образомъ резюмировать полученные результаты. 
I) Если рѣиіеніе уравнения перваго порядка выражается въ конеч­

номъ видѣ, то это уравненіе одной изъ подстановокъ 

у=Ф(х, g , y,t)]/G{x, g) . (109) 
или 

/ = 1 & Д \ х , g, у , *, aJVG(x,ê)l (НО) 
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гдѣ Ф, G раціональныя функцгя величинъ, заключенныхъ въ скобки, при­
водится къ уравнеыію 

d y n,-— 

^ = S)VG(X,$) 
(p, G раціоналъныя фуикціи (# , .g) . 

Il) Если общее рѣгиеніе диффереіщіалънаю уравненія перваго по­
рядка выражается въ конечномъ вгідѣ, то это уравненге алгебраической 
падстановкой: 

у=Ф\х, I , у. tJ/GJx7ÌJl ( И 1 ) 

гдѣ Ф раціоналъпая фупкція 

[x, g, У, t, \/G(x, g)] 

преобразуется въ линейное уравненге перваго порядка 

% + <Р ê, ^Gix, SÌ] y = W (x, ê , l/G(x, g)] (112) 

съ коэффициентами^ рсщіоналъиыми относительно: 

К S: ѴѲ(Я, g)], 
гдѣ G рсщгоналъная функцгя (x, g). 

Дифференціальное уравиеніе перваго порядка мы брали въ формѣ: 

Л/(а?, У, f)dx^-N(x, g, у, /j = 0 , (10) 

гдѣ Ж , Л т раціональныя фупкціи ( # , g, у , f), г опредѣляется урав-
неніемъ 

F ( * , g, у, 0 = 0 (11) 

неприводимымъ въ области раціональныхъ функцій (x, g, y), a g урав-
неніемъ 

Jt(x, g) = 0 , (3) 

неприводимымъ въ области раціональныхъ функцій х. 
Отъ формы (10) легко перейти къ обычной 

f{x, Ê , У, У') = 0 (2) 

полагая f = Д , гдѣ Д опредѣляется уравненіемъ 

A*, S," У , Д) = 0 . (4) 



Добавленіе къ статьѣ 1-й. 

(Д. Д . Мордухай*Волтовспого). 

Во избѣжаніе неясности въ § 4 1-й статьи слѣдуетъ имѣть въ 
виду, тіто Я (6, m) мы можемъ предполагать не зависящимъ не только 
отъ о, но и отъ я , такъ что въ уравненіяхъ (22) и (26) О постоянныя. 

Въ самомъ дѣлѣ въ противномъ случаѣ, если бы 

Я (0, м ) - г # і ( 0 і > m) 

была алгебраической функдіей отъ трансцендентной ог, то имѣли бы 

Н1 (6, , и/.) = « , 

гдѣ a рѣніеніе уравиенія ( 5 4 ) , и изъ приведенныхъ выше разсужденій 
слѣдовало бы, что bt можно замѣннть постоянной. Такимъ образомъ 
Я (о, т) можетъ быть только алгебраической функціей, но тогда урав-
неніе ( 5 4 ) имѣетъ алгебраическое рѣпіеніе, a уравненіе ( 6 ) алгебраиче­
ски! интегралъ и потому алгебраическій интегрирующій множитель у 
и для lg p мы очевидно имѣемъ форму (29). 


